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 التحيز في مرونة مقدرات الانحدار الخطي : 

 بعض النتائج التحليلية . 
 
 

 احمد سلطان القرة غوليم.
كلية التربية  

 جامعة ديالى الاساسية/
 

باستتتخدام الارتتطرابات الةتتليرة التوستتعات . سناتتتح يلتتارات يحليليتتة للتحيتتز فتتي 
، ستتوا  ( فتتي النمتتولخ الخطتتي  oLsمقتتدر المرونتتة بطراقتتة المربعتتات الةتتلر    

( ومتوستتا العينتتة . هذتتر تتتزا التحيتتزات    sample pointعلى الةتتعيد الدتترد    
 مورحة على بيانات الندقات الاسترالية .

 
 
 
 
 

Abstract 

 

Using small disturbance expansions, we derive analytic 

expression for the bais of the oLs estimator of an elasticity in 

a linear model, both at an individual sample point and at the 

sample mean. The magnitudes of these biases are illustrated 

with Australian expenditure data. 
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 المقدمة :  -1

ان النمولخ الخطي هثيرا ما يستخدم بتقدير المرونة بين متليرات الدائدة عندما  
في المتليرات والثوابت . يكون المرونة ومقدرايها دوال يكون النمولخ خطي 

غير خطية للذيانات العاوائية . وبنا  على للك فان تزا المقدرات يكون  
وتي النقطة التي اتملت دائما في الممارسة   –متحيزة في العينات المحدودة 

العملية . تزا اللحث يورح حجم التحيز على وجه التحديد و لندترض النمولخ  
 : 
 
 

Y = Xβ + σµ                                                                          

(1) 

 
 

 .In  N    ~   , 0 ]  [غير عاوائية    k×n   )Xحيث ان    
'i'       مقتتتتدر المرونتتتتة بطراقتتتتة المربعتتتتات الةتتتتلرoLs  للمتليتتتتر )y 

 بالنسلة الى 
 يكون    iالز  ريذته المتلير المستقل 

 
ηij = βj                                                                                         

(2) 

 

 
 او الاما هان لنا يقدير المرونة في متوسا العينة ، 
                                                                                          

ηi = βj                                                                                          

(3) 

xij 

yi 

^ ^ 

^ 
^ xj - 

- 

y 
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، في حد ذاته هو دالة     oLs    (k (ј = 1 , 2 … ,   jβمقدرات jβ حيث انه
 .  yلبيانات 

 
ار الظروف الخفيفة، فان هذه التقديرات متسقة. وللمزيد من الفائدة في العينات  في أط

(    3( و )  2المحدودة , التحيزات المضبوطة للمقدرات بالغة التعقيد ، وذلك لأنه )
 .  yهي دوال غير خطية بالنسبة لبيانات 

ئيسييية فييي الءييزت التييالي ننيياام اقييتخداغ تقريييي قيييغما اللييغيرة ، و يير  النتييائ  الر 
نتييييائ  النظرييييية الرئيسييييية ،   3التييييي نسييييتخدمشا فييييي ايعييييتقااات ، ويعيييير  الءييييزت  

وتفسييير اارييار المترتبيية  ليشييا . أمييا الءييزت الرابييل فيوكييم ماييال  ليي  ذلييك أمييا الءييزت 
 الخامس يتضمن ايقتنتاجات.

 تقريي الأظطرابات اللغيرة  -2
لفيييية . احييييدها هييييو ان التحيييييز فييييي مرونيييية المقييييدرات رم يييين أن رقتيييير  بطيييير  مخت 

( حءيييل العينييية ه يييذا  nاقييتخداغ تقرييييي تحليليييي رقيييوغ  لييي  التوقييل اليييذ  رحسييين )
فييي قيييا  ااتليياد  ويسييما توقيييل الخطيي      Nagar(  1959تقريييي ااترحييه )

(  nانه في ماا هييذه الملييطلحات المتعاتبيية تسييا د  ليي  خفييي احتمييال ترتيييي )
ايجييييرات يييييعد  اليييي   يييييزوغ ) . نييييدما نريييييد ارءيييياد العييييزوغ ي  مقييييدر فيييييان هييييذا 

Edgeworth  (     لتو يييل ذلييك المقييدر )Ulah , 2004 , p.29   وكبييديا )
( لتقريييي  ييزوغ العينييات المحييدودة للمقييدر ميين خيي ل  Kadane . 1971ماييا ) 

التوقل في خط  المعاينة رءي ان يييتل فييي فتييرات متتالييية ميين اجييا خفييي احتمييال 
الليييغيرة هيييي  2σه ايكيييطرابات الليييغيرة ( هيييذσاينحيييراف المرييييار  للمءتميييل )

تقريبية واد تبين انشا تيميية للغاريية لعييدد ميين المسيياصا فييي اياتليياد ال ياقييي. وهييي 
صييالحة لأ  حءييل  ينيية وهييي اينتيياا اليي  افتراكييات أكيياوية بسيي ن قييلو   ييزوغ 

 (nالعينة من البيانات  ندما يزداد حءل العينة )
ت ايكطرابات اللغيرة                              في ااونة ايخيرة تمت منااسة توقعا

(Ulah , 2004, p. 36-45) , .    

^ 
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 دراقة  ملية توليد البيانات . 

 
y = µ + σµi                                         ;           i=1,2,…,n           

(4) 
 

 صفر  ≠   μحيث ان   
µi's    مستقلة ومتمارلة ولشا تو يل بحيث ان : 

(5)              2+3 γ) = 4
i; E(µ 1 γ )  = 1    ;   2

iμ) = 0   ;  E ( iμE (

)  = 3
i(μ 

 ليي  التييوالي هييدفنا .   2γو   1γبييذلك فيي ن ايلتييوات والتفييرط  لتو يييل المءتمييل هييي   
( تحييت ايفتراكييات حييول تو يييل 3( , )2هييو تحديييد التحيييز فييي مقييدرات المرونيية فييي )

 تستخدغ النتيءة التالية :  .)4σO(المءتل , ال   
   1 (.Ulah , 2004 , 38)ليما 
    = µμ + σy( من العناصر العسوائية حيث ان     nمتءه من )  'y'لي ن 

,   μ( ا  ه  ندما المتوقط ي رساو  صفر ,  5رحقق السرط في )  'µ'بحيث ان 
   h (y)انه  بحيث  Өهو تقدير لي    h(y)  =Өلتكن  .   Өداله لمتءه المعالل ,    

 . و ليه فان :   μومستقاتشا موجودة وبءوار 
      )                           (6) 22+3Δ4Δ2(γ4+ σ 3Δ1γ3+ σ 2Δ2) = σ - Ө

Ө E ( 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

∆s =   ∑                                                    s = 2 , 3 , 4  عندما 

                                                            y = µ 

 

∆22 =    ∑  ∑                            y = m  
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 النتائج  -3

 باستخدام معيار يقييم النتائج :  1( في رل ظروف ليما 1ألان نمولخ  

 

βj = ( xj M-j xj )-1 (xj M-j y )   ;    j =  1 , 2 , 3 ,….k                                            (7) 

 

M-j = I – x-j (x-j x-j )-1 x-j                                      حيث ان 

xj =   x   من الملفوفة  j   العمود 

x-j =    xj  ملفوفة المتغيرات المستقلة باقتانات العمود  

 . المرونة في البيانات الفردرة للنقاط 3

   jx( مل ايخذ بنضر اي تبار y( للمتغير المعتمد )olsطريقة المربعات اللغرى ) مقدرات المرونة ب

 ر ون:  ithللمساهدة 

 

ηij = βj                   = xij ( xj M-j xj )-1   

    = xij ( xj M-j xj )-1 h(y)                                                                                     

(8) 

 

                                                                    *y j-M jh(y) =                             =  x

(9) 

 

 

y* =                                                                                                                    

(10) 

 اللغيرة هي تقريي مقار  لشذا التحيز في مرونة التقديرات.  σرل ان  

 ( 1نظرية )

ˆ 

ˆ ˆ 
xij 

yi 
jy j-M jx 

yi 

y j-M jx 
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 –]] 2β) i)/(xiI j-M j∑ [(x 1-)jxj-M j(x –3  -β) i∑ (x j[β 2{σ ij= x )ijη( Bais

 4]] + σ 3β)i)/(xiI j-M j∑ [(x 1-)jx j-M j(x – 4-β) i(x ∑j[β1γ3σ

]]}4β)i)/(xiIj-Mj∑ [(x 1-)jxj-Mj(x -   5-β)i∑(xj+3)[β2(γ 

 حيث ان:

(n x 1)iI  تو يلارة عن عمود عنةرا الز  ريذته =i   يكون مساواا للواحد وجميع

 . nالى  1العناصر الاخر  مساواة للةدر واتم الجمع من  

 الذرتان:

 ( 8من المعادلة  

Bais (ηij) = xij (xjM-jxj)-1 Bias [h(y)]                         (11) 

 ( 9ومن   

                                = xjM-j                                        (12) 

 وتزا يلعث على الملل ولكن بعض التدارل الجزئي يعطي بعض النتائج عندما 

s=2,3,4,… 
 

                         = (-1)s(s!)[xjM-j(y - ykik)]/yk ; k=i 

                         = 0                                         ; k≠i 

                          = (4!)[xjM-j(y–ykik)]/ y5
k      ; i=k=I 

 فيما عدا للك ;                                         0 =                          

 i=1,2,3,…,n)β(i) = xiE(yان  وبالاشارة الى 1من ليما 

Δs=(-1)s {(xjM-jxjβj) ∑(xkβ)-(s+1) _ ∑[(xjM-jik)/(xkβ)s]} ;  Δ22=Δ4و 

s=2,3,4 ل     

ˆ 
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فأن   1يمكن الوصول الى النتيجة ملاشرة من نظراة  11ولمعادلة  1واخيراً لتطذيح ليما 

 حجم التحيز يكون غير محدد.

( 1نتيجة    

ر مستقل واحد ويرهيذها من خلال الاصل فأن التحيز الا هان النمولخ يحتو  على متلي

 في مرونة المقدرات لا  مااتدة يكون : 

 

Bais (ηij) = xi[        (∑        - ∑          ∑x2
i) -          (∑        -∑         

∑x2
i) +  

 

 

                                        (∑        - ∑          ∑ x2
i) 

 

 
ومتترة اختتر  فتتأن التومتتع وحجتتم التحيتتز غيتتر محتتدد   وباتتكل عتتام                              

( للمتليتتترات p39  1977  Kendall and stuartوباستتتتخدام متلاينتتتة توليتتتدر  
التتى وهتتزلك موجلتتة بالنستتلة   )2σO(المستقلة الموجلة يكون التحيز موجب بالنستتلة التتى  

 4σO( للذيانات المتماثلة 
 

 المرونة على متوسا العينة 3.2
( يتيح لنا التحيز للمرونة بالنسلة لتلير  مستقل لا  مااتدة وفي الممارسة 1نظراة  

 ( تزا الحالة يكون لدينا: 13العملية لحساب المرونة على متوسا حجم العينة في  
 

(ηij) = βj         = xj (xjM-jxj)-1                 = xj (xjM-jxj)-1 g(y)              

 

  g(y) =                   = xjM-jy*                                                            

(14) 
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  y*=                                                                                                  

(15) 

 

 
 

 ( 2نظراة  
 
 

Bais (ηij) = xj [βj-(xβ)                    ] [             -             +                     

]] 

 

 عمود متجه i(nx1)حيث ان 
 

 ( 13الذرتان : من المعادلة  
 

 Bais (ηij) = xj (xjM-jxj)-1 Bais [g(y)]                                                

(16) 

 

For s = 2,3,4,… 

 

 

 

 

 

                 = (-1)s (s!)[xj M-j(y-nyik) ]      nsy(s+1) 

 

 
                   = (4!)[xj M-j(y-0.5nyik – 0.5nyil)]      n4y-5  ;   k ≠ l 

 

                   = (4!)[xj M-j(y-nyil)]      n4y-5                      ;   k = l 

 

Δs = (-1)s[(xj M-jxjβj) – (xβ) ∑ (xjM-jik)]   ns-1(xβ)s+1 

Δ22 = [(xj M-jxjβj) - (xβ) ∑ (xjM-jik)]    n2(xβ)5 

 

y 

- 
ˆ - - i)j-Mj(x 

/ 

1-)jxj-Mj(x 
/ 

2σ 

3n(xβ) 

- 
1γ3σ 

4(xβ)2n - 

+3n)2γ(4σ 

5(xβ)3n 

- 

ˆ 
- - / 

g(y)s∂ 

k
sy∂ 

/ - - 

g(y)4∂ 

l
2∂yk

2y∂ 

/ - - 

/ - 

/ - 
k 

/ - 

/ - 

k 

/ - 

- 



Diala, Jour, Volume, 37, 2009 
  من  iيمثل المتوسا للعمود  i= متجه صدي عنةرا الز  بريلة   x(1xk)حيث ان 

 .xالمةدوفة 

(  2( يمكن الحةول على النتيجة من نظراة  16( والمعادلة  1واخيرا بتطذيح ليما  

 ملاشرة.

 ( 2نتيجة  

الا هان النمولخ يحتو  على متلير مستقل واحد ويرهيذها من خلال الأصل فان التحيز 

 في مرونة المقدرات في متوسا العينة يكون: 

 

Bais (ηij) = (           -             ) [            -               +                          ] 

 

 لتفسير هذه النتيءة أويً باقتخداغ متباينة جينز. 

x2 ≤ ∑ x2
i/n 

وبغي النضر  ن تو يل ايخطات ف ن مقدار المرونة متميز صعوداً وكافي ولكن ليس   )2σO(لذلك ف ن 

 متميز صعوداً. )4σO(كروريا لي ون 

 ر ون   )4σO(بالنسبة ال  

1 +                          >                 

 

 

 

 الا هان المتلير المستقل يأخز فقا فيما موجله والاخطا  متماثلة التوزاع يكون التميز 

Bais (ηij) > 0 

 )4σO(بالنسلة الى 

 . مثال يوريحي  4

ˆ 
- 1 

x2 
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يقتتتديرات لمنحنيتتتات انجتتتل الخطيتتتة للماتتتروبات الكحوليتتتة  لتورتتتيح تتتتزا النتتتتائج لتتتدينا

 Clements)والمارجونا وللتتك باستتتخدام بيانتتات متتن استتتراليا التتتي استتتخدمت متتن مذتتل 

and Zhao,2005)  الأندتتاع علتتى هتتل ستتلعة مورتتح بالاندتتاع علتتى هتتل مجموعتتة متتن

 اللضائع.

للتحيتتتز همتتتا فتتتي  ةوالنستتتلة الم واتتت  (OLS)المرونتتتة مقتتتدرة بطراتتتح المربعتتتات الةتتتلر  

  لافتتراد العينتتة 10( وان التحيتتز فتتي المرونتتة يتتتراور بتتين صتتدر   التتى 1الجتتدول رمتتم  

مراتتب   )2σO(ولكن لايعتمد بها لتقييم مرونة متوسا العينتتة حيتتث ان التحيتتز فتتي يقتتدير  

وتتتزا علامتتات ايجابيتتة يعكتتا جزئيتتا الذيانتتات ومعامتتل الانحتتدار   )4σO(جدا متتن التحيتتز  

 للتقديرات.

 

 

 . الاستنتاجات.5

 (OLS)لقتتتد ممنتتتا باشتتتتقامات للتحيتتتز فتتتي مقتتتدار المرونتتتة بطراتتتح المربعتتتات الةتتتلر  

للمرونتتة النقطيتتة فتتي النمتتولخ الخطتتي ، ستتوا  علتتى الةتتعيد الدتترد  للعينتتة و متوستتا 

العينتتتة تتتتزا الاشتتتتقامات تتتتي علتتتى أستتتاة الارتتتطرابات الةتتتليرة التوستتتعات. وان تتتتزا 

رة بما يكدي لتذرار الاتتمام بهتتا متتن الناحيتتة العلميتتة لاستتيما التحيزات يمكن ان يكون هذي

 في حالة مرونة نقطة معينة.
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 (1جدول رمم  

 مقدرات المرونة والتحيز
  ب(   أ (  السلعة 

 التحيز  المرونة التحيز  المرونة السنة
)2O(σ )4O(σ )2O(σ )4O(σ 

1988 0.6760 0.0744 0.0743 1.4234 3.6568 3.7783 
1989 0.6868 0.0774 0.0773 1.4977 3.6772 3.7094 
1990 0.6852 0.0814 0.0813 1.6239 3.5513 3.6693 
1991 0.6991 0.0824 0.0823 1.6449 3.6255 3.7460 
1992 0.7007 0.0802 0.0801 1.5507 3.7538 3.8788 
1993 0.6982 0.0804 0.0803 1.5099 3.8563 3.9848 
1994 0.7056 0.0817 0.0816 14.4804 4.0455 4.1805 
1995 0.6967 0.0836 0.0835 1.4371 4.2166 4.3576 
1996 0.7072 0.0862 0.0861 1.4257 4.4607 4.6102 
1997 0.7167 0.0874 0.0873 1.3696 4.7863 4.9473 
1998 0.7333 0.0878 0.0877 1.3507 4.9964 5.1647 

 0.0258 0.0257 1.4784 0.0066 0.0006 0.7011 المتوسا
 

  د(   خ (  السلعة 

 التحيز  المرونة التحيز  المرونة السنة
)2O(σ )4O(σ )2O(σ )4O(σ 

1988 2.5389 5.4676 5.7492 0.5653 3.4044 3.2512 
1989 2.4314 6.0742 6.3890 0.5486 3.7219 3.5540 
1990 2.4268 6.4001 6.7328 0.5298 4.0536 3.8702 
1991 2.5241 6.3563 6.6866 0.5061 4.3997 4.1999 
1992 2.3772 6.5941 6.9376 0.5308 4.0770 3.8925 
1993 2.0773 7.6130 8.0135 0.5757 3.7447 3.5757 
1994 1.9807 8.2451 8.6815 0.5885 3.7612 3.5914 
1995 1.9640 8.4130 8.8591 0.6123 3.6477 3.4832 
1996 2.0035 8.6546 9.1145 0.5956 3.9379 3.7588 
1997 1.9886 8.9874 9.4666 0.6013 4.0108 3.8293 
1998 1.9518 9.4478 9.9538 0.5942 4.1764 3.9871 

 0.0260 0.0260 0.5671 0.0427 0.0425 2.1694 المتوسا
 ملاحظة:  المتوسا( يعني متوسا القيمة. 



Diala, Jour, Volume, 37, 2009 
 المةادر 

 

1. Clements, K. W. Zhao X. , 2005 Economic aspects of 

Marijuana. Invited address, Economic Ph.D Conference, 

University of Western Australia. 

2. Kendall, M., Stuart, A., 1977, The adrnced Theory of 

Statistics. Charles Griffin, London. 

3. Nagar A.L., 1959 The bias and moments matrix of general          

K-class estimators of the parameters in structural 

equations. Econometrica 27, 575-595. 

4. Kadane J.,1971 Comparison of K-class estimators when 

the disturbance are small. Econometrica 39, 723-737. 

5. Ullah. A., 2004 Finite sample Econometrics. Oxford 

university press, Oxford.  

 
 


